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Resumo

O interesse da Ciéncia pelos flocos de neve nao é recente, existem relatos que indicam
que os chineses ja se interessavam pela beleza e pela forma do floco de neve ainda em
135 A.C. O astronomo e matematico Johannes Kepler [2] escreveu em 1611 um pequeno
tratado cujo titulo era The Siz-Cornered Snowflake no qual formulou a seguinte pergunta
fundamental: Deve existir alguma causa definida que faz com que quando comeca a nevar,
o formato dos flocos sao invariavelmente o de uma estrelinha de seis pontas, se tal fato
ocorre por acaso entao porque nao acontece com cinco pontas ou sete pontas? Com o co-
nhecimento cientifico de hoje podemos responder esta questao e o objetivo deste trabalho
é mostrar um resultado importante para tal, conhecido como Teorema de Wulff. Para a
completa compreensao dos conteudos aqui abordados o leitor devera possuir conhecimen-

tos de Geometria Diferencial, Célculo em R" e Equagoes Diferenciais.

Palavras-chaves: Flocos de neve, Teorema de Wulff



Abstract

The interest of science for this subject isn’t new, reports shows that Chinese had interest
in the beauty and shape of snowflakes yet before 135 B.C. The astronomer and mathe-
matician Johhanes Kepler [1] wrote in 1611 a small paper entitled On the Siz-Cornered
Snowflake where he formulated the following fundamental question: There must be some
definite cause why, whenever snow begins to fall, its initial formation invariably displays
the shape of a siz-cornered starlet. For it happens by chance, why do they not fall just as
well with five corners or seven? With current scientific knowledge we are able to answer
this questions and the purpose of this paper is to show an important result for so, known
as Wulft’s Theorem. For full understanding of the content approached here, the reader
must have knowledge of Differential Geometry, alculus in R™ and Differential Equations.

Keywords: Snowflakes, Wulff’s Theorem.
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1 Introducao

O estudo dos flocos de neve vem de longa data. Trabalhos mostram que a
beleza deles fascinam as pessoas desde os primérdios. De acordo com [2] e [3], j4 em 135
A.C. os chineses demonstravam interesse por esse assunto. No entanto, foi apenas em
1611 que o astronomo e matematico Johannes Kepler apresentou estudos mais detalhados
sobre o tema, publicando um breve tratado cujo titulo era The Siz-Cornered Snowflake,
no qual formulou a seguinte pergunta fundamental: Deve existir alguma causa definida
que faz com que quando comeca a nevar, o formato dos flocos sao invariavelmente o de
uma estrelinha de seis pontas, se tal fato ocorre por acaso entdo porque nao acontece com

cinco pontas ou sete pontas?

Na época de Kepler ainda nao existiam ferramentas fisicas nem tedricas, como
por exemplo, o conhecimento da estrutura molecular da agua, que hoje sabemos ser
responsavel por determinar o formato hexagonal dos cristais de gelo, que pudessem auxilia-
lo na justificativa do formato dos flocos de neve, entretanto Kepler apresentou um conjunto
bastante razodvel de argumentos. Em 1665 o cientista Robert Hooke publicou o artigo
Micrographia, no qual ele descreve suas observagoes dos flocos de neve utilizando para isso
microscopios, a partir dai desvenda alguns dos segredos envolvidos na formagao de tais
estruturas. Mais detalhes histéricos sobre estudos realizados no sentido de compreender

como se formam tais estruturas podem ser encontrados em [3].

O floco de neve pode ser um cristal de neve ou um conjunto deles dependendo
do contexto. Neste texto ambas as palavras serao usadas com o mesmo significado a

menos que mencionado o contrario. Conforme D’Arcy Wentworth [6]:

A beleza do floco de neve depende da sua regularidade matematica e simetria;
mas de alguma forma, sua associacao com intmeras variacoes de um tnico
tipo, todas relacionadas mas nao iguais, aumentam enormemente nosso deleite
e admiragao. [...] O floco de neve é bastante complexo, e sua beleza é notdria,
por vezes bolhas fechadas de ar, por vezes gotas de agua, cuja organizagao e
forma simétrica sao muito curiosas e nem sempre simples de explicar. Por fim,

estamos aptos a ver nossos cristais de neve apés um leve degelo ter arredondado



1 Introducao 8

suas bordas, e intensificado sua beleza ao suavizar seus contornos.

O padrao do cristal de neve é um fenomeno interfacial, que é um fenéomeno
que se passa na fronteira de duas fases e neste caso, que ocorre na fronteira entre a fase
sélida/vapor da dgua. Ja os cristais de gelo crescem na fronteira das fases sélida/liquida.
O crescimento dos cristais representa um exemplo conceitualmente simples de um padrao
de formacao e auto-organizacao baseado nas leis da termodinamica, mecanica estatistica,
cinética e teoria do transporte. No entanto, muitas das questoes tedricas relacionadas a

esses fenomenos sao admiravelmente matemaéticas!

Do ponto de vista matematico, no que diz respeito a forma assumida pela
fronteira de um floco de neve, o resultado central é conhecido como Teorema de Wulff,

cujo enunciado apresentamos a seguir:

Teorema 1.0.1 (Teorema de Wulff). Se um cristal atingiu seu equilibrio, entao a distancia
das faces ao centro do cristal € proporcional 4 sua energia livre da superficie por unidade

de drea.

Muito se tem escrito sobre este teorema, e em 1943 Von Laue fez uma andlise
critica sobre o assunto, entretanto a primeira prova satisfatéria deste resultado para o

caso bidimensional s6 ocorreu em 1951 com Burton, Cabrera e Frank [7].

Os flocos de neve com sua simetria hexagonal planar sao uma boa ilustracao
para algumas questoes que podem ser formuladas em um contexto mais geral. Sao padroes
que emergem, aparentemente, de um ambiente desestruturado e que sao diretamente in-
fluenciados por eles. Dependendo da histéria de cada cristal, que viaja por ambientes
com diferentes temperaturas, supersaturacoes e velocidades do ar, eles formarao diferen-
tes tipos de estrutura de gelo; e como cada histéria é (presumidamente) tinica, entao a
principio sao também os flocos. Partindo dessa sutileza envolta em complexidade que

surgiu a vontade de estudar os flocos de neve e que deu inicio a essa pesquisa.

Nessa monografia de conclusao do curso de graduacao abordamos um modelo
matematico que descreve o crescimento dos flocos de neve, a partir de um ponto de vista
geométrico. A principal referéncia que foi utilizada para o desenvolvimento deste trabalho
foi o artigo Flowers of Ice-Beauty, Symmetry, and complezity: A Review of The Snow-
flake: Winter’s Secret Beauty, publicado no periddico Notices of the American Mathema-

tical Society, veja [1]. Talvez a causa de tanto fascinio pelos flocos de neve esteja no fato
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de que sao estruturas simples e pequenas porém resultam de um processo de formacao
muito complexo. Por isso seu estudo tedrico, do ponto de vista matematico, depende de
ferramentas bastante avancadas.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 sao apresen-
tados alguns fatos relacionados com a estrutura quimica dos cristais de gelo e flocos de
neve, o Capitulo 3 é dedicado a apresentacao de contetiidos matematicos preliminares
necessarios para compreensao dos capitulos seguintes. No Capitulo 4 apresentamos os
modelos geométricos e nao geométricos. No capitulo 5 sao presentados o Teorema de
Wulff e o problema variacional associado a forma de equilibrio de um cristal de gelo, res-
pectivamente. As consideracoes finais e a conclusao sao apresentadas no Capitulo 6. Ha
ainda um anexo sobre curvas escrito gentilmente pelo professor Luiz Amancio e para o

qual gostariamos de registrar aqui nosso agradecimento.
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2 Cristais de gelo

Kepler foi o primeiro cientista a olhar e investigar cientificamente a simetria
hexagonal dos flocos de neve ainda no comeco do século XVII. Em 1611 em seu tratado
2], ele comparou a simetria dos flocos de neve com a simetria encontrada em favos de

mel e na distribuicao das sementes dentro das romas.

iy

Figura 2.1: Favo de Mel Figura 2.2: Floco de Neve Figura 2.3: Roma cortada

Naquela época nao havia conhecimento disponivel sobre a estrutura molecular
da agua, que hoje sabemos ser determinante no formato hexagonal dos cristais de gelo.
Mesmo sendo incapaz de explicar em termos mecanicos o formato observado nos flocos
de neve, Kepler apresentou argumentos bastante razoaveis e que deram origem ao que
hoje é conhecido como problema de Kepler sobre o empacotamento de esferas'. Um fato
interessante de se mencionar é que Kepler concluiu que a ciéncia de seu tempo nao era
avancada o suficiente para explicar estes fatos. Um bom cientista sabe quando admitir
ignorancia e seguir em frente. Hoje, através da cristalografia e de microscopios potentes,

sabemos o que é necessario para explicar essa forma que tanto intrigou no passado.

'Em geometria, um empacotamento de esferas é um arranjo de esferas niao sobrepostas (seus interiores
nao se sobrepdem) dentro de um espago que as contém. As esferas consideradas sao geralmente todas
de tamanho idéntico, e o espaco é geralmente o espaco euclidiano tri-dimensional. Porém, problemas
de empacotamento de esferas podem ser generalizados para considerar esferas desiguais, espagos eucli-
dianos n-dimensionais (onde o problema se torna empacotamento de circulos em duas dimensées, ou
empacotamento de hiperesferas em dimensoes superiores) ou para espagos nao-euclidianos como o espago

hiperbdlico.
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2.1 A quimica por tras dos flocos

A molécula de dgua tem origem na ligagdo covalente (ligacdo quimica que ocorre entre
ametais, semimetais e hidrogénio, onde ha compartilhamento de elétrons para que os
atomos se estabilizem) entre o hidrogénio e o oxigénio. O hidrogénio possui 1 elétron
na camada de valéncia - que se estabilizara com 2 elétrons - enquanto o oxigénio tem 6
elétrons na camada de valéncia - e se estabilizard com 8 elétrons. Desta forma a agua é
formada por atomos que se unem numa proporcao fixa, sao necessarios dois atomos de
hidrogénio para estabilizar um atomo de oxigénio. Nesse processo o oxigénio compartilha

2 de seus elétrons, 1 com cada atomo de hidrogénio.

+ +

Figura 2.4: Representacao das ligagoes atomicas da molécula de agua.

A figura 2.4 mostra a estrutura do cristal na forma normal do gelo, conhecida
como ice lh. As bolas vermelhas representam os dtomos de oxigénio e as bolas brancas
representam os atomos de hidrogénio. A estrutura hexagonal do cristal de gelo é o que
da definitivamente ao floco de neve sua simetria de seis faces. Para mais
informagoes pode-se acessar o link: https://www.youtube.com/watch?v=FwGH4gul.X4

onde sao apresentadas mais informagoes sobre a formacao e formato dos flocos de neve.
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2.2 A origem do nome

A palavra cristal é derivada do Grego krystallos, que significa “gelo”ou “gelo
limpo”. Apesar do seu significado, krystallos nao era usado originalmente para descrever
o gelo, mas sim o mineral quartzo. O antigo naturalista romano Pliny the Elder descrevia
krystallos como uma forma de gelo, tao congelado que nao poderia derreter. E claro que
ele estava enganado, afinal o quartzo nao contém agua em sua estrutura.

A definicao cientifica de cristais é qualquer material que os &tomos ou moléculas
estao organizados num padrao regular. Os cristais de gelo sao formados por moléculas
de agua, e a sua forma usual é chamada de ice lh, feita de camadas de moléculas de
agua organizadas em hexdgonos “enrugados”, e hexagonos é claro, possuem seis faces e

definitivamente carregam tal caracteristica para os flocos de neve.
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3 Conhecimentos Preliminares

Nesta secao estao presentes conceitos que se fazem necessarios para a correta
e adequada compreensao do Teorema de Wulff. Os conceitos e definicoes apresentados

neste capitulo foram retirados da referéncia [9].

3.1 Comprimento de arco

Consideremos uma curva definida por o(t), t € [a,b]. Podemos pensar que
esta curva é uma trajetéria descrita por uma particula com velocidade v(t) =| o'(t) ||.
Desejamos determinar qual o comprimento desta curva quando t varia de a até b. Podemos

intuir que isto nada mais é do que o espago percorrido pela particula no intervalo de tempo

/a " o(t) dt.

Com isso podemos escrever a seguinte definicao:

la, b], isto é,

Defini¢ao 3.1.1. Seja C' uma curva definida por uma fungao o(t),a < t < b, de classe

C'. O comprimento da curva C ¢ definido por

L(C) = / | o'(t) | dt. (3.1)

Esta férmula ainda ¢ valida se o(t) ¢ C' por partes. Uma fungao o(t),t € [a, b]
é dita C'! por partes (respectivamente continua por partes) se o intervalo [a, b] pode
ser subdividido num nimero finito de intervalos fechados de modo que o (t) restrita a cada
um desses intervalos é de classe C' (respectivamente continua).

Se C' ¢ uma curva em R?, a férmula 3.1 fica:

L(C) = / VIR g R+ 202 d.

Perceba que se C' é uma curva em R?, a expressao acima se torna

b
L(C) = / VI 02 +y ()2 dt.
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Apresenta-se agora uma justificativa, baseada no método da aproximacgao por
poligonais, para a férmula em (3.1). Tomemos uma curva C' em R? e seja P uma particao

regular de ordem n do intervalo [a, b], isto é:
P = {to,t1,....tn}

ondea:tggtl<...gtn:beAt:tiH—ti:b’T‘l,paraOSign—l.

Consideremos a linha poligonal obtida ligando-se os sucessivos pares de pon-
tos o(t;), o(tiz1), 0 <i<mn—1, veja figura 3.1.

oftn) = o(t)
U(tn—l)

Figura 3.1: Esquema de aproximagao por poligonais.

Note que quando At é pequeno, o comprimento da linha poligonal é aproxi-
madamente igual ao comprimento de C.

Mas o comprimento do segmento de reta de o(t;) até o(t;4;) é

o (tiv1) — o(ta)|| = v/ (@(tig1) — 2(:)? + Y(tisr) — y(t1))? + (2(tisr) — 2(4))?

onde o(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Aplicando o Teorema de Valor Médio as fungoes z(t), y(t) e

z(t) em [t;,t;11], obtemos t¥,tY 7 € (t;,t;11) tais que:
2(tivr) — a(t;) = 2'(67) (tir1 — 1);

y(tiva) —y(ts) =y () (tigs — ti);
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2(tiv1) — 2(t:) = 2'(87) (ti1 — 1i);

logo, o comprimento total da linha poligonal é

Su =Y llotier) = o)l = Y0/ @(E) + WD + () (tr — ).

Portanto, o comprimento da curva C' é o limite de .S,, quando n tende para

+00, se este limite existir. Como ¢’(t) é continua, tal limite existe e

hmt%:/NJ@ﬁ»LMy®V+@ﬁD2ﬁ.

n—-+o00

Dai

L) = [ V@R WO O

3.2 Comprimento de arco como parametro

Consideremos s(t) o comprimento de uma curva C, parametrizada por uma
fungao de classe C', o(t), desde o ponto Py correspondente a t = t; até um ponto P

correspondente a t, t > ;. De (3.1) temos

(1) = / o ()] du.

A funcao s(t) é crescente e, portanto tem uma inversa t = t(s). Isto nos

permite parametrizar a curva C em funcao do parametro s do seguinte modo:

o(s) =o(t(s)).

Vejamos um exemplo. Seja C' a curva parametrizada por o(t) = (¢, ?),t > 0. Va-
mos determinar as equacoes paramétricas para C' tendo s como parametro, onde s é o

comprimento da cuva desde o ponto correspondente a t = 0.

Como o’(t) = (2t,t%), entdo || o'(t) ||= [t|V12 + 4 = t/t2 + 4,¢ > 0. Assim,

t

e 12
s(1) :/ uvu? +4 du = 5/ Quvul + 4 du = [§§(u2+4)g}
0 0 .

e obtemos

3
2

4m:gﬁ+@

w| oo

Consequentemente

wlrn

t? +4=(35+38)
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Como t > 0, obtemos

t=1/(3s+8)5 —4

Substituindo este valor de ¢t na parametrizacao dada para C', obtemos

Wl
[N
o

2(s)=(3s+8)F—4 ¢ y(s)z%((Bs—l—S)

—4)3,

E importante observar que mesmo que s = s(t) seja conhecida explicitamente,

nem sempre é possivel determinara inversa t = t(s).

3.3 Vetores tangente unitario e normal principal

Considere uma particula mével com vetor posicao o(t), vetor velocidade V()

e vetor aceleragdo A(t). Se o movimento da particula é linear, isto é, se a sua trajetoria

é uma reta, entdo A(t) é paralelo a V(¢). Para um movimento circular com velocidade

angular constante, A(t) é perpendicular a V(). Abaixo se vé uma demonstragdo dessa

afirmacao

Demonstragao. Considere uma particula mével com vetor posigao o(t), vetor velocidade

V(t) = o'(t) e vetor aceleracao A(t) = ¢”(t). Se o movimento da particula é linear, isto é,

sua trajetéria é uma reta, entdo o vetor aceleracao A(t) sera paralelo ao vetor velocidade

o(t) = (a cos(kt) , a sen(kt))
uma parametrizacao para a trajetoria circular da particula. Assim:

o' (t) = (—ak sen(kt), ak cos(kt))
0" (t) = (—ak? cos(kt), —ak?® sen(kt))

E fazendo o produto escalar de A(t) = o”(t) com V (t) = ¢’(t) obtemos:

A(t).V(t) = (—ak® cos(kt), —ak® sen(kt)).(—ak sen(kt), ak cos(kt)) =

= a®k® cos(kt) sen(kt) — a*k® cos(kt) sen(kt) =0

O que mostra que A(t) e V (t) sdo perpendiculares.

]

Vamos mostrar que num movimento qualquer, o vetor A(¢) é a soma de dois

vetores perpendiculares, um paralelo a V(t) e outro perpendicular a V().

Para tal,



3.3 Vetores tangente unitario e normal principal 17

introduziremos um vetor tangente unitario 7 definido por
o' (t
0= rowT 52
onde [| o’() [|# 0
Quando uma particula se move ao longo de uma curva, o vetor correspondente
T(t), sendo de comprimento constante, muda somente de diregdo. A variagao de diregao
de T'(t) é medida por sua derivada T”"(t). Como T'(t) tem comprimento constante, temos
que T'(t) é perpendicular a T"(t).
Se T"(t) # 0, o vetor unitario na diregao de 7"(t) é chamado normal principal
N a curva e definido por
T'(t)

N(t) = T (3.3)

O teorema a seguir mostra que o vetor aceleragao A(t) é a soma de dois vetores,

um paralelo a T'(t) e outro perpendicular a 7" (¢)

Teorema 3.3.1. Considere uma particula se movendo com vetor posi¢ao o(t).
Se v(t) =|| d'(t) ||# 0 € a velocidade da particula, entdo o vetor aceleracao A(t) é dado

pela formula

A(t) = V' (O)T(t) + v(t)T'(t). (3.4)

Se T'(t) # 0, temos
A(t) =" (O)T () + o) [| T'(t) | N(2). (3-5)

Demonstracao. Da férmula 3.2, temos

At) = o"(t) = v () T(t) + v(®)T' (1),
o que prova (3.4). Para provar (3.5), usamos (3.3) para escrever
T'(t) =| T'(t) || N(t).
O

Este teorema mostra através de (3.5) que A(t) estd sempre definido pelos ve-

tores T'(t) e N(t). Os coeficientes de T'(t) e N(t) em (3.5) sdo chamados, respectivamente,
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Componentes tangencial A7 e normal Ay da aceleracgao.
Para uma curva plana, o comprimento do vetor 7"(¢) é a medida da taxa de
variacao do angulo de inclinagao de T'(t). Podemos justificar da seguinte forma: Uma vez

que 1" é um vetor unitario, podemos escrever
T(t) = (cos a(t), sen a(t))
onde a(t) denota o angulo entre T'(t) e o eixo positivos dos x. A derivada de T'(t) é
T'(t) = (—=d/(t) sen a(t),d/(t) cos a(t)) = o' (t)u(t), (3.6)

onde u(t) é o vetor unitério dado por

u(t) = (—sen a(t), cos a(t)) = (cos <a(t) + g) , sen <a(t) + g))
Portanto, || T'(t) ||= |&/(t)], o que mostra que || T'(t) || é a taxa de variagao do angulo de

inclinacao de T'(t).

Além disso, como u(t) é perpendicular a T'(t) temos:

e Se o/(t) > 0 (o angulo estd crescendo) segue de (3.6) que u(t) tem o mesmo
sentido de T"(t) e portanto, N(t) = u(t)

e Se o/(t) <0 (o angulo estd decrescendo), u(t) tem sentido oposto a T"(t) e,
portanto N(t) = —u(t). Isto mostra que N(t) aponta sempre para o lado concavo ' da

curva.

3.4 Curvatura

A curvatura de uma curva é a medida da taxa de variacao de sua diregao, tomando
esta variacao em relacao ao comprimento de arco, e nao em relagdo ao parametro. Se

s representa o comprimento de arco medido a partir de um certo ponto fixo, entao a

=

dr dTdt  T'() T(t)

curvatura k é dada por
dT

- (3.7)

Pela regra da cadeia,

ds dtds & o)

dt

ICurva concava: Aquela na qual qualquer segmento de reta unindo dois de seus pontos estd mais

préximo do observador que o trecho da curva entre esses pontos.
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Se v(t) # 0, (3.7) pode ser reduzida a

_IT®) |l
k(t) = 0 (3.8)
Quando a curva é plana e tem equagao cartesiana y = f(x), temos que
o(z) = (z,f(x)) = o(z)=(1, [f(2)), (3.9)
logo
v(z) =| o'(z) = V1+ (f'(2))? (3.10)
Por (3.2) temos:
1 f'(@)
T(z) = , 3.11
@ (\/1 +(f(2)? 1+ (f’(x))2> 1y
e portanto

(A1 4w
T(w)_<dx< 1+<f/<x>>2>’dx( 1+(f’(x))2>> 1)

onde usando regra do quociente e regra do produto para derivadas, obtemos, apds alguns

calculos e manipulagoes algébricas que

B A GO I 1 €))

v(@) (14 (f(2))?)

k(x)

wlw
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4 Modelos geométricos x modelos
nao-geomeétricos

De acordo com Langer [10], cristais facetados regulares sdo formados a partir
de uma grande variedade de condigoes que fazem com que suas moléculas fiquem for-
temente ligadas sobre planos denominados planos cristalogrdficos. Os cristais de gelo
crescem segundo as seguintes caracteristicas:

e Suas faces crescem lentamente e paralelas ao plano basal;

e as faces crescem rapidamente nas diregoes hexagonais.

Existem dois tipos de mecanismos que contribuem para o processo de soli-
dificacdao, sao os chamados controle de difusao e controle interfacial. O primeiro esta
relacionado com processo de longo prazo enquanto o segundo envolve processos locais.
De acordo com [11], modelos matematicos baseados nesses mecanismos sdo denomina-
dos modelos de crescimento nao geométrico e geométrico respectivamente. Um modelo é
considerado geométrico se a velocidade de crescimento normal, em um ponto interfacial,
depende somente da forma da interface.

Matematicamente falando, estamos diante de problemas de fronteira mével en-
tre dois meios distintos, tais problemas sao conhecidos como Problemas de Stefan, no qual
um sistema nao linear evolui dinamicamente no tempo. Para maiores detalhes, voltados
para a formacao de cristais de gelo ver [12].

Neste trabalho nossa atencao estara voltada para o estudo de modelos ma-

tematicos geométricos relacionados com a formagao e crescimento de cristais de gelo.

4.1 Forma de equilibrio do cristal - Forma de Wulff

Nos modelos geométricos relacionados com a formagao e crescimento de cristais

1

de gelo considera-se um importante conjunto convexo*, conhecido como forma de equilibrio

do cristal ou forma de Wulff. Sabe-se que tal forma de equilibrio é aquela que minimiza

'Um conjunto X em um espago vetorial (real ou complexo) é dito convexo quando todo segmento de

reta ligando dois pontos de X esta contido em X
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a energia livre existente na superficie do cristal.

Pondo de uma forma mais clara, quando um fluido esta em contato com outro
fluido, ou com um gés, uma porc¢ao de energia livre do sistema é proporcional a area da
superficie de contato e a um coeficiente, a tensao superficial, que é especifica para cada
par de substancias. O equilibrio ird acontecer quando a energia livre da superficie em
contato ¢ minima. Quando uma das substancias envolvidas ¢ anisotrépica?, tal como um
cristal, a contribui¢ao para a energia livre total de cada elemento de drea depende da sua
orientacao.

O principio da energia livre minima aparece no trabalho fundamental de J. W.
Gibbs, On the equilibrium of heterogeneous substances (1875 - 1878), onde ele mostra o
papel da tensao superficial anisotropica para a determinacgao da forma de um cristal em
equilibrio. Gibbs também chama a atengao para a complexidade do crescimento de um
cristal real e sugere em seu trabalho que apenas cristais muito pequenos podem ter uma
forma de equilibrio ideal.

George Wulff fez experimentos classicos sobre o crescimento de cristais e reuniu
os resultados da sua pesquisa no artigo Zur Frage der Geschwindigkeit des Wachstums
und der Auflésung der Kristallflichen (1901), primeiro publicado em russo em 1895. Em

suas conclusoes esta incluido o célebre teorema de Wulff que sera visto mais adiante.

2anisotrépico significa que certas propriedades fisicas, tais como resisténcia mecanica e refracdo de luz,

por exemplo, dependem da dire¢ao em que sao medidas.
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5 Teorema de Wulff

Neste capitulo sera apresentado uma demonstracao para o caso bidimensional

do Teorema de Wulff, cujo enunciado é o seguinte.

Teorema 5.0.1. Em um cristal em equilibrio, as distancias das faces ao centro do cristal

sao proporcionais a energia livre por unidade de drea,

Demonstracdo. A ideia central para a demonstracao desse resultado consiste em relacionar
a forma de equilibrio do cristal com a expressao, em coordenadas polares, da energia livre
na sua superficie.

Tal relagao é obtida via um processo conhecido como construcao de Wulff. De
fato, considera-se um ponto 7' na superficie S do cristal, cuja coordenada cartesiana é
T(x,y) e a coordenada polar é denotada por T'(r, ), ver figura 5.1.

Sabe-se que tais coordenadas estao relacionadas segundo as equagoes:

Figura 5.1: Uma porcao da fronteira S do Cristal

x=rcos (¢) e y=rsin (¢) (5.1)

No que se segue considera-se a curva s parametrizada pelo comprimento do
arco, cujo parametro sera denotado por 6.
Na construcao apresentada na figura 5.1 o segmento de linha OM é perpen-

dicular a tangente a curva S em T e tém comprimento p. O angulo 6 é aquele formado
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pelo eixo cartesiano e pelo segmento de reta paralelo ao segmento OM que passa por T
e intersecta o eixo OX.
Se f(6) denota a energia livre por unidade de comprimento de um dos elemen-

tos da fronteira, entao a energia livre total sera dada por

F:/Sf(e) ds.

Como ds = y/x? + y'? df, entao a expressao para F' se torna:
01
F= f(0) /"2 +y? db,
0o
dx ,

d
¥ ey = d_z Segundo [10], uma expressao adequada para a area n
(relacionada com o nimero de moléculas) é dada por:

em que ' =

I
n:§/ (xy —ya') do

Oo

Seja agora T” o ponto de interse¢ao do segmento de reta paralelo & OM com
eixo OX. Como OM e TT' sio paralelos entdao MOT' = 6 e portanto MOT = 6 — ¢ .
Ver figura 5.2 abaixo.

Figura 5.2: Anadlise dos angulos em funcao de 6 e ¢.

Do triangulo AOMT vem que
p
0—¢)==-.
cos(f — ¢) .
Por outro lado sabe-se que

cos(0 — ¢) = cos 0 cos ¢ + sen O sen ¢
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portanto
b = cos 0§ cos ¢ + sen 0 sen ¢,
r
isto é,
p =1 cos 0 cos ¢ +r sen 8 sen ¢ (5.2)

Utilizando as equagdes em (5.1) pode-se reescrever (5.2) como:
p=2xcos 0+y send (5.3)

O lugar geométrico de M descrito conforme 7' se move ao longo da fronteira S é uma
curva denominada curva pedal' de S. A partir da expressao em (5.3) e de sua derivada

com respeito a f obtemos:

x=1pcosf—p send
y=mpsen 0+ p cos
Consequentemente
' = (p cos 0 —p sen O) — (p" sen 0+ p' cos 0)
y' = (p' sen 0+ p cos 0) + (p" cos 6 — p' sen )
Dessa forma,

2% +y? = (p/ cos O —p sen 0)* —2(p' cos 6 —p sen 0)(p” sen O+ p' cos ) +

+(p" sen 0 +p' cos 0)* + (p' sen 6+ p cos 0)* +
+2(p’ sen 0 +p cos 0)(p” cos O —p' sen 0) + (p” cos 0 — p' sen 0)* =
— p//2 + 2p p// +p2 — <p+p//)2 (54>

Observa-se também que:

vy —ya' =

= (pcos 0 —p' sen (0))[(p" sen 0 + p cos 0) + (p" cos O —p' sen 0)] —
—(p sen 0+ p' cos 0)[(p' cos 6 — p sen 0) — (p" sen 0+ p' cos )] =
=pp cos 6 sen 0+ p* cos®> 0 +pp” cos®> § —p p' cos 0 sen 6 —

—p% sen? 0 —p' p sen 0 cos 8 —p' p" sen 0 cos O+ p'? sen?® 6 —

—p p' sen 6 cos 0 + p*sen O +p p” sen® O+ p p'sen 6 cos O —

—p"%cos® 0+ p' pcos 0 sen O +p' p’ cos O sen O+ p? cos* O =

=p*+pp —p*+p*=plp+p") (5.5)

'Em anexo estd um texto sobre curva pedal elaborado pelo professor Dr. Luiz Amancio Machado de

Sousa Junior.
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As igualdades em (5.4) e (5.5) nos permitem reescrever as expressoes de F' e n como
91 1 01
F =/ (p+p")f(0) dO e n= —/ (p+p")p db
90 2 90
Conforme foi observado na se¢ao 4.2 do capitulo 4, necessitamos minimizar a
energia livre total sob a restricao de que n seja constante.
Considera-se entao o multiplicador de Lagrange A e definimos o funcional @)

COo1mo:

QO.p.0.2") = 50+ "I~ Alp + ). (5

Nesse ponto observa-se que, conforme [13], dado um funcional @) com dependéncia nas

derivadas de ordem superior de p, isto é,

QO,p, v, v, ... ,p™)

onde p,p/, ... ,p™ sdo funcdes que dependem da varidvel 6, os extremos de ) serdo

dados pela equacao de Euler-Lagrange associada a () que é dada por:

i{—l)ldi;i a?TC?P) =0. (5.7)

do’

Portanto, a equagao de Euler-Lagrange associada a (5.6) é dada por:

2

' 2
S o) e () =G e
De (5.6) vem que:
g—gZP—l—%ﬂ—)\f,
SRRl

Substituindo as expressoes acima em (5.8) obtém-se:

p// d2 P
iy =Mt (5 M) =0,

isto é,
/! /!
p+Z A+ Lo =o,
2 2
ou seja,

PHp=Mf+f")=0. (5.9)
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Nota-se que

p(0) = c sen(0 — 6y) + Af(0), (5.10)
com c¢ e 6y constantes, satisfaz a equagao diferencial ordinaria (5.9). De fato,
p'(0) = c cos(6 — 6y) + \f'(0)
p"(0) = —c sen(6 — 6y) + \f"(0)
logo,
p+p" =csen(0—0y) +\f —csen(0 —0y) + \f" = X[+ f")

Se escolhermos a origem de tal maneira que o cristal apresente uma simetria
de rotagao sobre ela, entdo pode-se considerar ¢ = 0 em (5.10).

Portanto, conclui-se que

p(0) = Af(0)

que nos diz que a forma polar da energia livre no bordo é proporcional ao pedal p da

forma de equilibrio do cristal. O

5.1 O problema variacional associado a forma de equilibrio

do cristal

Considera-se o problema de determinar, no estado de equilibrio, a forma assu-
mida pela fronteira de um floco de neve ou cristal de gelo. Denotemos por C a fase que
observamos o cristal de gelo e por M o meio em que ele esta inserido.

Seja N um vetor unitario do R™ e considere a situagao em que as fases C e M
coexistem sobre um plano perpendicular & N. Seja f(NN) a energia livre por unidade de
area de tal interface.

Se denotarmos por B o conjunto do R" ocupado pela fase C, e 0B a fronteira

de B, entao a energia livre total sobre a superficie do cristal é dada por:

f(0B) = / FN(©)) dse ; €€ 0B

Na expressao acima N (§) é a normal unitéria exterior & 0B em £ e ds¢ é o ele-

mento de area nesse ponto. Temos portanto que minimizar essa expressao sob a restri¢ao
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de que o volume total |B| ocupado pela fase € estd fixado.
Dado um conjunto W, diremos que o cristal B tém a forma de W se depois de
uma translacao e uma dilatacao ele for igual a W. A solucao desse problema variacional,

conhecido como construcao de Wulff, é dada por:

W ={r€R"; 2.N < f(N) para cada N € S" '},

onde S™! ¢ a esfera unitdria de R™. A figura (5.3) mostra a forma de equilibrio do cristal,

para uma simetria cibica, formada a partir da construcao de Wulff.

[ Forma do ]|
I cristal em |
\ equilibrio |

Figura 5.3: Forma de equilibrio ideal do cristal
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6 Conclusao

Quando iniciamos nossa pesquisa baseada na referéncia [1], havia a expectativa
de apresentar um panorama geral acerca dos modelos matematicos aplicados a formacao
dos flocos de neve. Com o passar do tempo, e o consequente aprofundamento no assunto,
foi possivel perceber as grandes dificuldades que enfrentariamos. De fato, as ferramentas
matematicas necessarias para a total compreensao e apresentacao do assunto estavam
muito além daquelas fornecidas por um curso de graduacao.

Tivemos entao que fazer adaptagoes e concessoes sobre o que seria abordado
no trabalho. Foi dessa forma que nosso foco se voltou para o Teorema de Wulff, resul-
tado que é central nos modelos geométricos que descrevem o crescimento dos flocos de
neve. Apesar de num primeiro momento parecer pouco, apenas um teorema, ao comecgar
a desenvolveé-lo pudemos verificar que para tal demonstragao seriam necessarias muitas
paginas de contas além de enunciados bastante complexos.

Existem muitos outros aspectos matematicos envolvidos na formacao dos cris-
tais de gelo e dos flocos de neve que nao puderam ser tratados nesse trabalho. Em [1] é
apresentado um modelo denominado “toy model” que usa diretamente o conceito e calculo
de curvatura e que é um modelo mais préximo da realidade fisica, mas sem muito rigor
nas provas e demonstragoes. Ainda na referéncia [1] sao discutidas algumas questoes re-
lacionadas com critérios de estabilidade bem como sao apresentados alguns modelos mais
sofisticados.

Para dar uma ideia do tamanho do campo de pesquisa nessa area ha uma
Revista Cientifica dedicada exclusivamente ao tema, o Journal of Crystal Growth, que
existe desde 1967 e ja conta com mais de 400 volumes e com publicacoes de diversos paises
como: Reino Unido, Coréia do Sul, Suica, fndia, China, entre outros.

O processo de pesquisa, bem como os desafios que se apresentaram, tais como
demonstragoes incompletas ou inexistentes, falta de informagoes, entre outros, me fizeram
conectar muitos dos assuntos vistos em diferentes disciplinas ao longo da minha graduacao
e serviram também para me mostrar de forma pratica como os conhecimentos adquiridos
ao longo do curso poderiam ser aplicados em uma situacao real do cotidiano. Serviram

também para fortalecer o meu objetivo de ingressar em um Programa de Pds-Graduacgao
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em Matematica, mostrando que o conhecimento adquirido na licenciatura nao precisa fi-
car restrito apenas a uma sala de aula, mas que a matematica estd em todo lugar.

De fato, o modelo apresentado neste trabalho nao tem o rigor de um cientista
que estuda a formacao e crescimento dos flocos, mas como em todos os tépicos que envol-
vem duas disciplinas magistrais tais como a matematica e a fisica, algumas transigéncias
precisam ser feitas. Com isso fica claro que os modelos fisico-matematicos sao muito mais

complexos do que pode parecer por este trabalho.
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A - Curvas Pedais

Definicao A.0.1. Sejam C' uma curva diferenciavel contido em um plano o e O um ponto
fixo de a. O lugar geométrico das projecoes ortogonais de O sobre as retas tangentes a
C é chamado curva pedal de C' em relacao a O. Nao havendo possibilidade de confusao,

falaremos apenas curva pedal de C'.

P/

Figura A.1: P’ é ponto da curva pedal de C.

A.1 Relacoes Fundamentais

Sem perda de generalidade, daqui em diante assumiremos que O ¢é a origem
de um sistema de coordenadas cartesiano ou polar.
Seja C' uma curva diferencidvel. A reta ¢ tangente a C' em P forma uma angulo
orientado ¢ com o eixo das abscissas.
Na figura (A.2) 6 é o angulo polar e 1) é o angulo com mesma orientagdo que
¢ e 6 entre a tangente t e a s que contém o raio vetor r = O_}>j Sejam P’ a projecao

s
ortogonal de P sobre t e p = OP'. Da figura deduzimos que:

p=r sen (A.1)

—tg 6
o=0+v=tgv=tglo—0) = 10T (A2
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Figura A.2: Angulos da construcao

Consideremos a equagao da curva C' em coordenadas polares: r = f(6), onde

f:(0,27) — R é uma fungao diferencidvel.

‘ C:(0,2m)
A curva C pode ser parametrizada como:

A tangente de ¢ é dada por:

d
tg ¢ — @(f(é) sen 6) _ 1/(0) sen 6 + f(0) cos 0
d 1/(0) cos 0 — f(0) sen 6’

25 (f(6) cos 0)

Substituindo (A.3) em (A.2) obtemos

f1(0) sen 0+ f(0) cos 0  sen 0
7/(6) cos 8 — f(0) sen 6 cos 0

tg Y = ) 1(0) sen 0+ f(0) cos 0\ sen 0
i (f'(9) cos 0 — f(0) sen 9) cos 0

1(0) B 1dr
fO)  rdo

cotg ¢ =

— R?

C(0) = (f(0) cosb, f(0) sen(0).

onde f'(0) = (/(6).
£(6)
tg ¢ W =

(A.4)

As coordenadas pedais sao r e p e a equacao da curva em coordenadas pedais é da forma:

p=f(r).

Utilizando as relagoes (A.1) e (A.4) podemos obter a equagao pedal da curva

pedal de C. Vejamos alguns exemplos.
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A.2 Exemplos

Exemplo 1. z? + y? = 2ax (Circulo de centro em Q = (a,0) e raio a)

Temos:

r2=2arcos=r=2acosf

ﬁ——20Lsen€¢cot w_lﬁ_——2asen9_
ao g rdd  2acosf )
= —tg 0 =cotg (5 +0) =v=75+0. O -

Logo, p=r sen 1 =r sen (5 +0) =

r r?
=rcosf=r—=

2a  2a
(Cardidide)

Figura A.3: Circulo de raio a

Exemplo 2. z? — y* = a® (Hipérbole).
Temos:

Y

r?(cos® 0 — sen? 0) = a* = r* cos (20) = a®

Derivando implicitamente obtemos

dr 1dr
N — 20 — 12 9 20 = -
T 0 cos 20 —r sen 20 0= 7

cotg¢:t929:cotg(5—29):>¢:g—20

Logo, p =1 sen ) =r sen (5 — 20) =
2 2

=1 cos 20 =r a_2 = — (Lemniscata)
r r

Figura A.4: Hipérbole
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Exemplo 3. 25 + y3 = a3 (Astréide).

Temos:

Equacgio paramétrica: c(t) = (a cos® t,a sen® t),

3acostsen®t

t = =—1tgt
99 —3asent cos®t g
Equacao da reta tangente:
y—asen®t=—tgt (x—acos’t)

Distancia da origem a reta tangente:
|sen t cos t (cos® t + sen? t)]

lcos t| \/1+tg? t

=a |sen t cost |

b=a

2

. p
i. cos®t sen®t ="
a2

t € (0,2m)

N
/

Figura A.5: Astroide

Logo, r* = 2% + y? = a*(cos® t + sen® t) = a®[(cos® t)® + (sen? t)3] =

= a?[(cos® t + sen® t)3 — 3 cos® t sen® t (cos® t + sen? t)] = a*(1 — 3 cos® t sen? t)

e resulta de (i) que r? = a? (1 - —
a

Esta curva é chamada ” quadrifolium” .

3p? , 1
- | = —
)73

(a® —r?).
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